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1 Einleitung

Die Berechnung von physikalischen Grossen in der theoretischen Festkorperphysik
erfordert meist eine Integration tiber das reziproke Gitter. Um ein konvergiertes Er-
gebnis fir die gewtlinschte physikalische Grofle zu erhalten, miissen die k-Punkte
im reziproken Raum dicht genug gewahlt werden. In Dichtefunktionaltheorie Pro-
grammen, wie z.B exciting [1], wird fir die Integration tiber die Brillouin-Zone
oft ein homogenes k-Gitter verwendet. Dieses ist allerdings nicht effizient, falls nur
kleine Bereiche der Brillouin-Zone zum Integral beitragen. Entweder ist die Anzahl
der k-Punkte in den wichtigen Bereichen zu gering fiir eine gute Beschreibung der
physikalischen Groflen oder in irrelevanten Bereichen ist die Auflésung zu hoch, so-
dass ein grofer Rechenaufwand entsteht. Eine Integralmethode, die ein adaptives
k-Gitter generiert, ist hier effizienter.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Methode zur Generierung von adaptiven Git-
tern im reziproken Raum zu entwickeln. Diese wird in das Dichtefunktionaltheorie-
Programm exciting implementiert. Zum Testen der Implementierung werden die
Zustandsdichte [2] und die Transport-Verteilungsfunktion [3], sowie eine Fermi-
Flache [2] berechnet und mit Ergebnissen von homogenen k-Gittern verglichen.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im Kapitel 2 und 3 werden die theoretischen
Grundlagen beztiglich der numerischen Integration [4], der Dichtefunktionaltheorie
[5] und des Boltzmann Transports [3] vorgestellt. AnschlieBend, in Kapitel 4, wird
der Algorithmus zur Erstellung von adaptiven k-Gittern vorgestellt. Dieser wird an
dem freien Elektronengas [6] getestet. In Kapitel 5 werden die elektronischen Eigen-
schaften von Gold, Silizium und Graphen mit adaptiven k-Gittern untersucht. Eine
Zusammenfassung der Ergebnisse und der Ausblick befinden sich in Kapitel 6.



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Numerische Integration

Das Ziel der numerischen Integration ist es, eine Ndherung fiir das Integral

I = /{;bf(x)dx, (2.1)

das im Intervall [a, b] ausgewertet werden soll, zu finden. Oft sind von der Funktion
f(z) nur diskrete Werte, f(xo), f(z1), ..., f(2,) bekannt. Deshalb wird f(z) mit

n

fla) =2 Li(x) - f(x:), (2.2)

i=1

interpoliert L;(x) sind Lagrange Polynome [4], sie haben die Form

L= I £-8 (23)

j=0,i#j (xj — @)
n ist die Anzahl der Stiitzstellen. Das obige Integral von Gl. (2.1) erhélt nun durch
Einsetzen von Gl. (2.2) die Form

n

b n
i=0" ¢ i=1
mit den Gewichten ,
w; = / Ly(z)dz. (2.5)

Das Gewicht w; ist definiert als Integral tiber das Polynom von Gl. (2.3) und ist
leicht auszuwerten.



2.1.1 Trapez-Formel fiir einen Intervall

Fiir unsere Anwendungen néhern wir f(x) mit einem linearen Polynom. Werden
nur zwei Stiitzstellen ¢y = a;x1 = b verwendet, die auch gleichzeitig den Rand des
Intevalls [a, b] definieren, ergeben sich mit Gl. (2.3), die folgenden zwei Lagrange-
Polynome

Lo(z) = EZ = z;,Ll(:c) - E‘Z:Z)) (2.6)
Die Gewichte wy und wy, die mit Gl. (2.5) berechnet werden, sind dann wie folgt:
wozwlzb;a. (2.7)
Damit ergibt sich das Integral Gl. (2.1) tber die Summe Gl. (2.4) wie folgt:
Frum % 2521 (@) + SO 25)

Das Verwenden von nur zwei Stiitzstellen ist eine sehr grobe Naherung. In Abb. 2.1
(links) ist die Nédherung einer Kurve (blaue Linie) im Intervall [a, b] mit zwei Stiitz-
stellen, folglich mit nur einem Trapez, dargestellt. Abbildung 2.1 rechts zeigt die
Néherung mit 5 Stiitzstellen, folglich 4 Trapezen. Die blaue Kurve (rechts) wird
besser approximiert als die linke Kurve. Das bedeutet, dass die Zerlegung von [a, 0]
in mehere (V) Teilintervale

b—a

< (2.9)

[a, x1], [1, 23], ..., [xy_1,b] mit b =

zu einer besseren approximation fithrt. Wird auf jedes Intervall in Gl. (2.9) die
Gl (2.8) angewendet und tiber alle N Intervalle in Gl (2.9) summiert, so ergibt
sich eine Naherung fiir das Integral mit

flaioa) + fa)). (2.10)

1\3\3‘

N
num Z

Abbildung 2.1: Die Trapez-Formel fiir einen Intervall [a,b]. Naherung mit N = 1
Trapezen (links), Ndherung mit N = 4 Trapezen (rechts).



2.1.2 Trapez-Formel fiir einen Wiirfel

In diesem Abschnitt widmen wir uns der numerischen Integration in drei Dimensio-
nen. Wir beschranken uns hier auf den Wiirfel geméafl Ref. [7], definiert mit

G={(z,y,2)|0 <=z,y,z < a}. (2.11)

Dieser wird in 8 kleinere Wiirfel zerlegt mit G; = {(z,v, 2)|zs, vi, 20 < x,y,2 <
x; + h,y; + h, z; + h} . Das Integral tiber G; hat die Form

xi+h  pyi+h pzit+h
I :/ / / f(z,y, z) dedydz. (2.12)

Wird f(z,y, z) mit Gl. (2.4) in jede Raumrichtung einzeln interpoliert, so ergibt sich
fir das Integral Gl. (2.12)

x; +h y1+h Zﬂrh
I, = Z/ / y) dy / ) dz f(x,yj, 21), (2.13)

1,3,k
die Gewichte haben die Form
xi+h y1+h 21+h
Wy jk = / Li(z) dx / dy / (2.14)
Die [, j, k laufen hier iiber alle Stiitzstellen x;, y;, 2, . Verwendet man nur zwei Stiitz-
stellen fiir jede Raumrichtung, so ist das Gewicht wie folgt

h3
Wiy 5k = g (2.15)
Das Integral von Gl. (2.12) hat mit Gl. (2.15) die Form
I; N*Zf L1, Y5, 2k)- (2.16)
1,5,k
Das Integral iiber den ganzen Wiirfel Gl. (2.11) ist
8
Io~ Y I (2.17)
i=1

Die Summe lauft hier uber alle 8 kleineren Wirfel.

2.1.3 Fehlerabschitzung fiir die Trapez-Formel

Der Fehler fir die numerische Integration ergibt sich geméf Ref. [8]

E = / r)dr — Zwl ;) N / Ft( H(x — x;)dx. (2.18)

=0

n ist der Grad des Polynoms, mit dem f(z) interpoliert wird. ¢ ist ein Zwischenwert
auf dem Intervall [0, 2], und f™*Y(¢) ist die (n+ 1)-te Ableitung der Funktion f(x)
an der Stelle (. Wird ein lineares Polynom verwendet, wie in Gl. (2.6), dann ergibt
sich fiir Gl. (2.18)

Er— f(Q)(C) o). (2.19)

Die Interpretation der Fehlerordung O(h3) ist, dass Polynome bis zum 1. Grad exakt
integriert werden kénnen. Integration von Polynomen mit héherem Grad fiithren zu
einem Fehler in der GroBenordnung von &~ O(h?).



2.2 Adaptive Integration

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir stets das Intervall [a,b] in dquidi-
stante Teile zerlegt. Im Folgenden wollen wir ein Beispiel anfiihren, wo dies nicht
zum Erfolg fithrt. Beim Integral

100
= —————-dxr ~ 314.139 2.20
/100 x2+10 2) v (220)

wird tiber einen scharfen Peak bei z = 0 integriert. Die Abb. 2.2 zeigt den Integran-
den von GI. (2.20) und die Zerlegung des Intervalls [—100, 100], links mit wenigen
und rechts mit vielen Stiitzstellen. Versuchen wir das Integral von Gl. (2.20) tiber
die Trapez-Formel von Gl. (2.10) mit wenigen, z.B. N = 5 Stiitzstellen zu l6sen
siehe linken Plot (Abb. 2.2) | so folgt I, ~ 0. Der Peak in GI. (2.20) sorgt fiir
einen groflen Beitrag in einem kleinen Bereich. Mit wenigen Stiitzstellen wird dieser
Bereich nicht erfasst. Eine groflere Anzahl an Stitzstellen N = 25 siehe rechten
Plot (Abb. 2.2) ergibt I, ~ 2016.402. Das heifit, dass diese Stiitzstellen Teile des
scharfen Peaks bei z = 0 erfassen, aber immer noch nicht zum analytischen Ergebnis
von Gl. (2.20) fithren.

Abbildung 2.2: Integrand des Integrals von Gl. (2.20), links mit N = 5 Stiitzstellen,
rechts mit NV = 25.

Die Frage ist nun, wie muss das Intervall [—100, 100] zerlegt werden, um den Peak
bei z = 0 moglichst gut zu nahern, ohne die Funktion unnoétig an Stiitzstellen in
irrelevanten Bereichen zu berechnen. Die Auswertung von Gl. (2.20) mit der Trapez-
Formel GIl. (2.10) benétigte N ~ 1000 Stiitzstellen. Im néchsten Abschnitt wird ein
Weg vorgestellt dieses Problem rekursiv zu losen.

2.2.1 Adaptive Trapez-Formel

In diesem Abschnitt stellen wir einen Weg vor, der die Verteilung der Stitzstellen
dem Verlauf von f(x) anpasst. Aus Ref. [9] entnommen.



Wird die Trapez-Formel, Gl. (2.10), T'(h) auf das Intervall
0 =la,b,h=b—a (2.21)
angewendet, so ist T'(h) ein erster Grobwert. Nach Halbieren des Intervalls 6 in

a+b
2 b

O = [a,2n];0r = [T, b]; 2 = (2.22)

ergibt sich durch Anwenden der Trapez-Formel auf 0;, 0 ein Feinwert

(5o (2) om(2) o

Die Differenz zwischen Feinwert und Grobwert liefert eine Abschéatzung des Fehlers
fiir die Naherung des Integrals im Intervall 6:

Erer = |T(h) — T(h/2)| (2.24)

Ist der Fehler Epeper kleiner als eine vorgegebene Toleranz, so ist T'(h/2) eine gute
Néherung fir den Beitrag des Integrals tiber 6, andernfalls wird der obige Ablauf
fur 67, und 0 wiederholt.

Der Algorithm. 1 zeigt diesen Ablauf. In Zeile. (2) wird mit der Teilung des In-
tervalls 6 in 0,0 angefangen, anschlieflend in Zeile. (3) wird der Fehler Epgper
bestimmt. Ist der Fehler kleiner als €, so wird der Feinwert in Zeile. (5) zum Inte-
gral dazu addiert, andernfalls wird in Zeile. (7-8) rekursiv die Funktion selbst fiir
01,0k mit halber Schrittweite h/2 aufgerufen. Der ganze Algorithmus endet, falls
keine Intervalle mehr zur Verfiigung stehen.

1 AdaptiveTrapezregel(#,T,h);

2 HL:[xhxm]: QR:[ZEm)xQ], xm:xl_glé 5

w

EFehler - |T<h) - T(h’/2)|’
if Epaper < € then

‘ Integral = Integral + T'(h/2);
6 else

'

(9]

7 AdaptiveTrapezregel(d;,T,h/2);
8 AdaptiveTrapezregel(fr,T,h/2);
9 end

Algorithm 1: Pseudo-Code fiir die Adaptive Trapez-Formel. h ist die
Schrittweite und 7'(h) ist die Anwendung der Trapez-Formel auf ein Intervall.

Mit der Variablen e wird die Toleranz fiir den Fehler gesetzt. In der Variablen
Integral werden die fertigen Intervalle zu einer Ndherung des Integrals Gl. (2.1)
aufsummiert. Die Auswertung des Integrals, Gl. (2.20), mit dem Algorithmus in
Abb. 2.3 ergibt I,,,, ~ 314,153 und N = 300. Das heifit, dass 30% der Stiitzstellen
fiir ein konvergentes Ergebnis ausreichen.



3 Physikalische Grundlagen

3.1 Dichtefunktionaltheorie

Das Losen der Schrodinger-Gleichung fiir Vielteilchensysteme ist eine schwierige
Aufgabe und bei komplexeren Systemen weder analytisch noch numersich moglich
[10]. Die Dichtefunktionaltheorie, wie sie in Ref. [5], [11] beschrieben ist, bietet einen
Losungs-ansatzt, in dem das Vielteilchensystem auf ein fiktives Ein-Teilchensystem
reduziert wird. Die effektive Schrodinger-Gleichung fiir dieses System ist die Kohn-
Sham-Gleichung [5]

58+ a7 [n]) | () = 8 1), @)

dux(7) ist die Kohn-Sham Wellenfunktion und e sind die Kohn-Sham Eigenwerte.
Die Elektronendichte n ist gegeben durch

n(r) = kZ |fral*. (3.2)

Das Kohn-scham-Potential, v, ist festgelegt tiber
Vs (7) = Vext () + 0 (7) + vxe (7). (3.3)

Vext (7) ist das externe Potential, welches durch die Ionen erzeugt wird, vy(7) ist
das Hartree-Potential gegeben durch die klassiche Coulomb-Wechselwirkung. Das
Potenzial vy (7) ist definiert tiber die Ableitung der Austausch-Korrelations-Energie
E.. nach der Elektronendichte.

(7) = oo
Uxe\T') =
on(r)
Die Kohn-Sham-Gleichung, Gl. (3.1) héngt tiber das Potential vy von der Elektro-
nendichte ab, deshalb wird sie selbstkonsistenz gelost. Im Prinzip wiirde man so den
exakten Grundzustand erhalten, allerdings ist die Funktion FE,. nicht bekannt. In

der Dichtefunktionaltheorie wird sie approximiert. Eine haufig verwendete Approxi-
mation ist die LDA [5] oder die GGA [5].

. (3.4)

In dieser Arbeit wird der Ab-initio-Code exciting [1] genutzt, um die Kohn-Sham
Gleichung zu losen. Exciting verwendet hierbei zur numerischen Beschreibung der
Wellenfunktion die LAPW Methode [5] . Als Approximation fiir Ey. wird in dieser
Arbeit GGA verwendet. Die Bandstruktur €y, wird durch die Kohn-sham-Gleichung
angendhert, d.h

€8 & g, (3.5)

el ist die Eigenenergie von Gl. (3.1), k und n sind der k-Punkt und der Bandindex.

7



3.2 Das freie Elektronengas

Das freie Elektronengas ([6]), ist ein einfaches Modellsystem das, wir verwenden, um
unseren Algorithmus zu testen.

Ein System aus N-Elektronen, die nicht miteinander wechselwirken, werden durch

den Hamiltonian
N 2
H = =t (3.6)

=1 2me

beschrieben. p; ist der Impulsoperator und m, die Elektronenmasse. Da keine Wech-
selwirkung zwischen den Elektronen besteht, reduziert sich H auf den Hamiltonian

N
H =3 h, (3.7)
i=1
, p?
mit hy = ——. Wir haben deshalb folgende Einteilchen-Schrédingergleichung zu
16sen: ‘
hotr = ety (3.8)
Die v (r) sind ebene Wellen. Die Dispersionsrelation ¢ folgt damit zu
h2
= —k. 3.9
o 2me (3:9)

k ist der Wellenvektor (kg, ky, k-)” und ki das Plancksche Wirkungsquantum.



3.3 Boltzmann-Transport in Festkorpern

Transportprozesse in Festkorpern konnen mit verschiedenen Modellen beschrieben
werden. Ein semiklassisches Modell ist die Boltzman-Gleichung [3, 12]. Sie beschreibt
die Anderung der Verteilungsfunktion fi(r,p,t) im Phasenraum [13]. Die Vertei-
lungsfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Elektrons am Ort 7 zur Zeit ¢
mit dem Impuls p;. Unter Beriicksichtigung der Liouville-Gleichung [13] folgt gemés
Ref. [14] fiir die Boltzman-Gleichung.

ot B m  Or h(E+ cm H) ak, + = dt |scatter (310)

E , H sind jeweils die elektrischen und magnetischen Felder. Die Transportkoeffizi-
enten erhalten wir im Folgenden durch Lésen der linearisierten Boltzman-Gleichung
wie in Ref. [3]. Das Herzsttick dieser Koeffizienten ist die Transport-Verteilungsfunktion:

—_— N o T
kn

7, ist die Relaxationszeit, und ey, ist die Bandstruktur Gl. (3.5). pg, sind die Im-
pulse, festgelegt tiber die Relation [15]. Daraus ergeben sich die Leitfdhigkeit o und
der Seebeck-Koeffizient S zu:

a—e/d afo ) 2(e) (3.12)

e-kp afo =( E—
= de( - = 1
/ () kgT (3.13)

fo ist die Fermiverteilung im Gleichgewicht, kp ist die Boltzmann Konstante, p das
chemische Potential und 7" die Temperatur.



4 Implementierung

In diesem Kapitel wird der Algorithmus, der zur Erstellung von adaptiven k-Gittern
verwendet wird, vorgestellt. Am Beispiel des freien Elektronengases wird die Vor-
gehensweise demonstriert. Die verwendete Programmiersprache ist FORTRAN, der
Quellcode befindet sich auf der Homeage [16].

4.1 Algorithmus

Der Algorithmus arbeitet mit zwei Objekten:

k-Punkt
Der k-Punkt ist ein Objekt mit den folgenden Attributen:
o Fkg, ky, k,: Position im reziproken Raum
e Value: hier wird der Funktionswert am Punkt k = (k,, k., k.) gespeichert.

e State: hier wird gespeichert, ob ein k-Punkt relevant /irrelevant ist.

k-Raum

Der k-Raum ist ein Array, das aus k-Punkten besteht.
K[1,N*;1,N¥; 1, N7 (4.1)

Die gesamte Anzahl an k-Punkten in Gl. (4.1) ist gegeben mit:
N = N?*.NY.N~? (4.2)

N ist die Anzahl der k-Punkte in Richtung «. Beide Objekte werden wahrend des
iterativen Workflows verandert und angepasst, sodass zum Ende ein adaptives Gitter
entsteht. Die Abb. 4.2 zeigt links den Workflow fiir die Konstruktion einer Energie-
flache und rechts den Workflow fiir die numerische Berechnung eines Integrals.

Der Workflow zu Konstruktion einer Energiefliche startet mit der Erstellung eines
Startgitters. AnschlieBend wird mit der Methode Evaluate jedem k-Punkt ein Ge-
wicht zugeordnet und in Value gespeichert. Nach diesem werden die k-Punkte in re-
levant und irrelevant eingeteilt und ihr Zustand in State gespeichert. Neue k-Punkte

10
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werden in den relevanten Bereichen mit den beiden Methoden Create addition und
Calc properties hinzugefiigt. In Create addition wird der k-Raum expandiert
und neue k-Punkte hinzugefiigt. Die Methode Calc properties berechnet die neu-
en k-Punkte, falls sie nach den Bewertungskriterien (Details sieche Abschnitt. 4.2.1)
relevant sind. Der Algorithmus ist beendet, sobald die Iterationstiefe (gespeichert
in der Variablen i) den Wert mazxloop erreicht hat. Zum Schluss werden die neu
berechneten k-Punkte noch einmal bewertet, um nur relevante Punkte fiir die Dar-
stellung zu behalten. Die Darstellung findet im Postprocessing statt, dort werden
die relevanten k-Punkte zu einem 3D-Plot zusammengefiigt.

Der Workflow zum Loésen eines Integrals mit Nutzung von einem adaptiven Git-
ter ist rechts in Abb. 4.2 zu sehen. Im Vergleich zum linken, werden nicht einzelne
k-Punkte verwendet, sondern Bereiche im k-Raum. Ein Bereich im k-Raum ist dar-
gestellt durch ein grobes-Gitter rote Punkte in Abb. 4.1 und ein feines-Gitter blaue
Punkte in Abb. 4.1 um den ausgewéhlten griinen Punkt. Zusammen bilden sie 8
Wiirfel, angeordnet um den griinen Punkt in Abb. 4.1.

@ Grobes-Gitter
@ Feines-Gitter
Selektierter-Punkt

Abbildung 4.1: Bereich im k-Raum rot ist das grobe-Gitter und blau das feine-Gitter.
Griin ist der Selektierte Punkt fiir diesen Bereich.

Fiir die Bewertung in der Methode Evaluate wird ein Grobwert T¢ fiir den dufie-
ren Wiirfel rote Punkte und ein Feinwert T5; durch Nutzung der 8 kleineren Wiirfel
berechnet. Der Feinwert TY. ergibt sich durch die Anwendung der Trapez-Formel
Gl (2.16) auf die acht Wiirfel wie folgt:

8
Ty, = > T; (4.3)
i=1
Das Kriterium fiir eine bewertung dieses Bereiches ist die Differenz zwischen Grob-
und Feinwert:
Efenter = |Ty7 = T5| (4.4)

Die Wert fiir diesen Bereich wird in Value gespeichert. Ist Ecpe, unter einer vorge-
gebenen Toleranz, so wird der Feinwert zum Integral Gl. (2.17) hinzuaddiert und in
State False gespeichert, womit dieser Bereich nicht weiter verfeinert wird. Ist Efcpier
iiber einer Toleranz, so wird in State True gespeichert und der Bereich iiber die Me-
thoden Create addition und Calc properties verfeinert. Die Methode Create
addition figt in jedem der 8 Wiirfel neue Eintrdge hinzu, sodass jeder Wiirfel in 8
kleinere Wiirfel zerteilt wird. In Calc properties werden fiir den ganzen Bereich
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alle neuen Eintréage mit k-Punkten gefiillt. Der Algorithmus endet, sobald alle Be-
reiche unter der Tolaranz liegen oder die vorgegebene Iterationstiefe (gespeichert
in der Variablen 7) erreicht ist. Bei Letzterem werden alle Bereiche zum Schluss zu
einer N&dherung des Integrals, Gl. (2.17), aufsummiert.

Lum=~ Y. Ty (4.5)
k—Raum
Die Summe lauft hier iiber alle Feinwerte , unabhéngig ob Eepe, unter der Toleranz
liegt. Im Postprocessing werden der Wert des Integrals [,,,,, gespeichert und das
adaptive Gitter dargestellt.

Abbildung 4.2: Workflows. Links: Konstruktion einer Energiefliche; rechts: Néhe-
rung eines Integrals. Der Parameter maxloop ist die maximale Anzahl an Iteratio-
nen.

4.2 Konstruktion einer Energieflache

In diesem Abschnitt konstruieren wir fiir das freie Elektronengas eine Energieflache
mit einem adaptiven Gitter. Die Energiefliche ist definiert durch [2] .

Er = E (46)

mit

en =k + k. + k2. (4.7)
E ist eine konstante Zahl, und ¢ ist die Dispersionrelation &hnlich wie Gl (3.9) .
Hier wurde h%/2m, gleich 1 gesetzt und die ky.ky, k. sind Dimensionslos .
Fir die Konstruktion wird der linke Workflow aus Abb. 4.2 verwendet. Die Bewer-
tung der k-Punkte in der Methode Evaluate erfolgt iiber die Bedingung

lex — E| < (1%) - E. (4.8)
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p ist die Abweichung von der Energie E. Die neuen k-Punkte in Calculate Pro-
perties werden mit einer Schrittweite von

1
h= D (4.9)

start

hinzugefligt. Ngq ist die Zahl der k-Punkte im Startgitter definiert, iber Gl. (4.2)
und 7 ist die Iterationstiefe.

Die Abb. 4.3 zeigt die Energiefliche fir das freie Elektronengas mit £ = 2, links
erstellt mit einem adaptiven Verfahren, rechts mit einem homogenen. Die Tabelle
(4.1) listet die verwendeten Parameter und die Zahl der benutzten k-Punkte auf.
Das adaptive Verfahren beginnt mit einem Startgitter von Ngqp = 15° das mit je-
der Iteration im linken Workflow Abb. 4.2 dichter wird bis die maximale Anzahl an
Iterationen erreicht ist. Fiir das homogene Verfahren wird Ny, = 60° gewahlt und
eine Iteration durchgefiihrt.

Abbildung 4.3: Energiefliche fiir das freie Elektronengas fir £ = 2. Links mit einem
adaptiven k-Gitter und rechts iiber ein homogenes.

Tabelle 4.1 Parameter fiir die Energieflache ¥ = 2. Ny, ist das Startgitter, ¢ die
Iterationstiefe und p die Abweichung von der Energie E.

Parameter Adaptiv Homogen
Nstart ]-53 603
p 10 10
0 3 1

# k-Punkte 128348 216000
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Beide Verfahren ergeben die gleiche Energiefliche sowie die gleiche Zahl an rele-
vanten k-Punkten. Das zeigt sich auch im Querschnitt durch k, = 0 in Abb. 4.4.
Hier ergeben sich zwei Kreise mit dem Radius v/2, welche die gleiche Zahl an k-
Punkten haben (= 64). Das adaptive Verfahren sucht in der Umgebung von rele-
vanten k-Punkten nach weiteren. So wird in Abb. 4.4 links die Umgebung von jedem
relevanten k-Punkt mit einer Schrittweite von h/2 verfeinert, anschlieBend erneut
ausortiert und verfeinert. Beim homogenen Verfahren hingegen werden viele Berei-
che mit k-Punkten verdichtet, obwohl sie fiir die Energieflache irrelevant sind. Im
Fall von Abb. 4.4 rechts wird die Umgebung des k-Punktes (0,0) mit der Schritt-
weite h = 1/60 verfeinert, so entstehen viele k-Punkte, die nicht relevant sind. Man
erkennt, dass im homogenen Verfahren viele k-Punkte berechnet werden, die nicht
relevant sind, wihrend das adaptive sich auf relevante konzentriert. Vergleicht man
die Zahl der ausgewerteten k-Punkte in Abb. 4.3, so ergibt sich eine Ersparnis von
~ 40%. Die Tab. (4.2) zeigt, das die hinzunahmen von weiteren k-Punkte zu keiner
signifikant grofleren (~ +5%) ersparniss fiihrt.

Tabelle 4.2 Die Anzahl der benutzten k-Punkte fiir tiefere Iterationen 7 und die
Ersparniss im vergleich zu einem homogenen k-Gitter.

i # k-Punkte adaptiv  # k-Punkte homogen FErsparniss [%]

4 969563 1203 44
) 7553951 2403 45

Abbildung 4.4: Querschnitt der Energieflache E = 2 durch k, = 0. Die Zahl der
relevanten k-Punkte ist fiir beide: 64. Der Schnitt links wurde mit einem adaptiven
k-Gitter berechnet und rechts mit einem homogenen.
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4.3 Berechnung der Zustandsdichte

In diesem Abschnitt berechnen wir die Zustandsdichte fiir das freie Elektronengas.
Die Zustandsdichte gibt an, wie viele Zustande zwischen der Energie F und F+ AFE
liegen. Wir definieren sie geméfl Ref. [2] tber

E)= /Vd% S(E — ). (4.10)

ei, ist die Dispersionsrelation, Gl. (3.9).

Die Zustandsdichte wird tiber den rechten Workflow von Abb. 4.2 berechnet. Der
Grobwert fiur die Methode Evaluate ergibt mit Gl. (4.14) und GI. (2.16)

8
TS = wy, - 0(E — ex,). (4.11)
i=1
Die Summe lauft hier iiber die roten k-Punkte in Abb. 4.1, und die wy, sind tiber
Gl (2.15) und die Abstande der roten k-Punkte zueinander festgelegt. Der Feinwert
ist, wie in Abschnitt. 4.1 definiert

TE(E) = Y TH(E). (112

i=1
Die Differenz zwischen Grob und Feinwert ist, nicht ausreichend fiir eine sinnvolle
Bewertung deshalb wird zur Fehler Abschitzung eine mischung aus dem relativen
und absoluten Fehler verwendet [9]:

_ b |T2F7 T$(E)|
Efehler - Z ( )| T 6) . (413)

Ng ist die Anzahl der Energiepunkte, iiber die hier summiert wird. Die Zustands-
dichte, Gl. (4.10), wird hier mit folgenden Parametern berechnet:

e Energieintervall [0.0, 0.6]

Die neuen Wiirfel mit der linge h/2 werden in der Methode Calculate properties
hinzugefiigt, wobei die Schrittweite h durch das Startgitter vorgegeben ist. Nach ¢
Iterationen ist die kleinste Schrittweite

1
h = . 4.14
2t (Nslt/a?;"t - 1) +1 ( )

Die Abb. 4.5 links zeigt die Zustandsdichte, jeweils mit einem adaptiven und ho-
mogenen k-Gitter berechnet. Die Tab. (4.2) listet die verwendeten Parameter und
die Zahl der benutzten k-Punkte fiir die Berechnung der Zustandsdichte auf. Das
adaptive k-Gitter wurde mit Ny,,+ = 23 iiber mehrere Iterationen (rechter Workflow
Abb. 4.2) erstellt. Die Abb. 4.5 zeigt rechts das Residuum der beiden Zustandsdich-

ten von Abb. 4.5 links. Das Residuum ergibt sich gemé8 Ref. [4] mit:
|Dad(E) — Dhom(E)|
Dhom(E)

D.q(E) ist die Zustandsdichte fir das adaptive k-Gitter und Dy, (E) fiir das ho-
mogene.

Residuum(E) = -100 (4.15)
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Beide Zustandsdichten in Abb. 4.5 links konvergieren zueinander, das zeigt sich
auch im Residuum (Abb. 4.5 rechts). Der relative Fehler liegt hier unter 1%, lediglich
im Bereich von 0.3—0.6 ist eine Oszillation zu beobachten. Der Unterschied zwischen
beiden Kurven liegt, wie im Fall der Energieflichen, in der Zahl der berechneten k-
Punkte. Die Ersparnis ist hier 93%(siehe Tab. (4.2)). Die Schlussfolgerung ist, dass
7% der k-Punkte gezielt verteilt fiir ein konvergentes Ergebniss aus reichen.

Abbildung 4.5: Zustandsdichte fir das freie Elektronengas (links) berechnet mit ei-
nem adaptiven (blaue linie) und homogenen (gelbe linie) k-Gitter und das Residuum
der Zustandsdichte (rechts).

Tabelle 4.2 Parameter fiir die Berechnung der Zustandsdichte. Ny, ist das
Startgitter, ¢ die Iterationstiefe und e die Toleranz.

Parameter Adaptiv Homogen
Nstart 23 653
€ 0.0001 -
) 5 1
# k-Punkte 19224 274625

Die Abb. 4.6 zeigt einen Querschnitt des adaptiven k-Gitters mit k, = 0. Der grii-
ne Bereich zeigt den ersten Oktant der Fermi-Kugel mit dem Radius & V/0.6. Hier
ist auch der Grund fiir die Erspanis homogenes zu adaptives k-Gitter zu erkennen.
Die Bereiche innerhalb der Fermi-Kugel haben einen grofleren Beitrag zum Integral,
deshalb ist das k-Gitter dort feiner. Die Bereiche aulerhalb der Fermi-Kugel hatten
einen kleineren Beitrag und sind diinner. Werden die relevanten Bereiche mit einer
grofferen Menge an k-Punkten aufgelost und irrelevante mit einer geringereren, so
erhilt man ein konvergentes Ergebniss mit einer kleineren Anzahl an k-Punkten.
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Abbildung 4.6: Das adaptive k-Gitter (orange) bei k, = 0 fiir die berechnung der
Zustandsdichte und der erste Oktant der Fermi-Kugel (griin).



5 Anwendung auf Materialien

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus aus Kapitel 3 auf die Materialien Gold,
Graphen, Silizium angewendet. Eine Fermi-Fléache wird fiir Gold berechnet. Die
Zustandsdichte wird fiir Silizium und Graphen berechnet, fiir Silizium zusétzlich die
Transportkoeffizienten.

5.1 Anwendung auf Graphen

In diesem Abschnitt berechnen wir die Zustandsdichte von Graphen mit einem
adaptiven k-Gitter. Die Berechnungen in diesem Abschnitt werden mit exciting][l]
durchgefiihrt.

Graphen hat eine zweiatomige Einheitszelle mit zwei Kohlenstoffatomen|2]. Die Git-
tervektoren im Realraum sind wie folgt definiert:

a, = (0.5,0.866,0.0)";ay = (—0.5,0.866,0.0)"; a3 = (0.0,0.0,6.0)T (5.1)

Das Material Graphen ist 2-Dimensional. Um eine Interaktion in einer dreidimen-
sionalen Zelle zu vermeiden, wird die a3 Richtung viel langer als die a1, ay Richtung
gewahlt. Wir wollen im Folgenden das Integral fiir die Zustandsdichte berechnen:

DE)=2-) o d’k - (E — &) (5.2)

Die Integration beschrénkt sich hier auf die Einheitszelle und die Summe lauft iiber
alle Bander, die die Fermifldche schneiden.

Die Abb. 5.1 zeigt links die Zustandsdichte von Graphen, die mit einem adaptiven
und einem homogenen k-Gitter im Energieintervall [—0.4,0.4] eV berechnet wird.
Die Tabelle 5.2 listet alle Parameter fiir die beiden Verfahren auf. Das Residuum
zeigt den Unterschied zwischen dem Ergebnis von einem homogenen Gitter mit
Nyiare = 2892 und dem adaptiven Gitter mit Nyyqr = 102

18
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Die Kurven fiir die Zustandsdichte Abb. 5.1 (links) weichen nur wenig voneinan-
der ab. Das zeigt auch das Residuum in Abb. 5.1 (rechts), hier liegt der Fehler stets
unter 1%. Lediglich die Réander haben eine geringe Abweichung. Betrachtet man die
Zahl der benutzten k-Punkte (Tab. (5.2)), so ergibt sich eine Differenz von ~ 98%.
Das bedeutet dass nur 2% der k-Punkte zur Beschreibung des relevanten Bereiches
noétig sind.

Abbildung 5.1: Die Zustandsdichte von Graphen(links) berechnet mit einem adap-
tiven (rote linie) und homogenen (schwarze linie) k-Gitter und das Residuum der
Zustandsdichte.

Tabelle 5.2 Parameter fiir die Berechnung der Zustandsdichte. N, ist das
Startgitter, ¢ die Iterationstiefe und ¢ die Toleranz.

Parameter Adaptiv Homogen
Ntart 102 2897

€ 0.01 -

) 5 1

# k-Punkte 1921 83521

Das Energiefenster fir die Berechnung der Zustandsdichte (siche Abb. 5.2) wurde
so gewéahlt, das der Energiebereich 0.4 eV unterhalb und 0.4 eV oberhalb der Fermi-
Energie aufgelost wird. Betrachtet man die Bandstruktur, sind in diesem Bereich
zwei Bander, die sich am K-Punkt an der Fermi-Energie schneiden. Das bedeutet
die Umgebung des K-Punktes hat einen groflen Beitrag zum Integral.
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Abbildung 5.2: Bandstruktur von Graphen. Das Energiefenster fiir die Zustands-
dichte (orange)

Die Abb. 5.3 zeigt das adaptive k-Gitter fiir Graphen in der Einheitszelle. Zu er-
kennen ist, dass in der Umgebung dieses hoch-symmetrischen Punktes das k-Gitter
feiner ist, als in anderen Bereichen der Einheitszelle. Damit bestétigt sich das Er-
gebniss aus der Bandstruktur Abb. 5.2, dass es ausreicht Bereiche mit einem groflem
Beitrag feiner aufzulosen um ein konvergentes Ergebnis zu erhalten.

2
42
o
Ly
- 11
7
40
L L L
-2 -1 0 1 2

kx ]Jab

Abbildung 5.3: Das adaptive k-Gitter von Graphen fir eine Einheitszelle. Die k-
Punkte sind in Gitterkoordinaten und I'; K sind Symetriepunkte.
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5.2 Berechnung der Fermi-Fliche fiir Gold

In diesem Abschnitt wird die Fermi-Flache fiir Gold mit einem adaptiven k-Gitter
berechnet. Die Berechnungen in diesem Abschnitt werden mit exciting [1] durch-
gefiihrt.

Die Konstruktion findet im reziproken Raum statt. Die Gittervektoren sind:
by = (1,1, -1)" by = (1,1, 1) ;b3 = (1, -1, 1)" (5.3)
Die Gitterkonstante ist a ~ 7.712[ap]. Es werden Gitterkoordinaten verwendet
k= (u,v,w)"; u,v,w eR. (5.4)
Die Umrechnung in kartesische Koordinaten k,, k,, k. erfolgt tiber
k=u-by+v-by+w-bs. (5.5)
Im Vergleich zum Abschnitt. 4.2 hat jeder k-Punkt nun mehere Bander ey,. Ein

k-Punkt ist relevant fiir die Fermi-Fléche, falls ein n existiert fiir das gilt

P
o E|l< (XY EBin=1..N .
lex i < (100) by (5.6)

E; ist die Fermienergie, N ist die Anzahl der Béander.

Die Abb. 5.4 zeigt, die Energiefliche von Gold fiir die Fermi-Energie berechnet mit
einem homogenen (rechts) und adaptiven (links) k-Gitter. In beiden Verfahren wer-
den die k-Punkte in der Néhe der Fermi-Energie selektiert und beide Methoden
fithren zur gleichen Form der Energiefliche (siehe Abb. 5.4). Die Tabelle 5.1 listet
die Parameter und die Zahl der benutzten k-Punkte auf.

Abbildung 5.4: Die Energiefliche von Gold fiir die Fermi-Energie in kartesischen
Koordinaten. Die Flache links wurde mit einem adaptiven k-Gitter berechnet, die
rechts mit einem homogenen.
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Tabelle 5.1 Parameter fiir die Fermi-Fléache. Ny, ist das Startgitter, 7 die
Iterationstiefe und p die Abweichung von der Fermi-Energie.

Parameter Adaptiv Homogen
Nstart ]-03 403

D 10 10

1 3 1

# k-Punkte 48747 64000

Der Unterschied zeigt sich in Abb. 5.5 im Querschnitt durch k, = 0.0 . Der Plot
links zeigt den Schnitt fiir das adaptive Verfahren und rechts fiir das homogene. Hier
zeigt sich, das im rechten Plot, der Bereich um den X-Punkt dichter ist, obwohl die
Schrittweite h = 1/40 fiir beide Flachen in Abb. 5.4 gleich ist. Diese zusatzlichen
k-Punkte stammen aus dem Startgitter ~ 40% . Das adaptive Verfahren ging von
einem diinnen k-Gitter aus ~ 10% und konzentrierte sich auf die Bereiche um den
X-Punkt. Aus Tab. (5.1) ist abzulesen, dass das adaptive verfahren ~ 24% weniger
k-Punkte braucht, als das homogene.

Abbildung 5.5: Querschnitt der Fermi-Flache in kartesischen Koordinaten durch
k., = 0. Der Schnitt links wurde mit einem adaptives k-Gitter berechnet und rechts
mit einem homogenen.
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5.3 Zustandsdichte und Transportkoeffizienten fiir
Silizium

Wir berechnen hier Silizium in der Diamantstruktur, das heifit wir haben ein fcc-
Gitter mit zwei Basisatomen. Die Gittervektoren sind definiert wie in [3]:

a; = (1,0,1)";a = (0,1,1) ;a3 = (1,1,0)" (5.7)

Die Gitterkonstante ist a = 10.26 [ap]. Die Basis-Atome befinden sich an den Posi-
tionen:
(0,0,0)";(0.25,0.25,0.25)" (5.8)

Abb. 5.6 zeigt, dass das Energiefenster so gewédhlt wurde, das der Bereich um das
Leitungsbandminimum, dass sich in der Ndhe vom X-Punkt befindet, einen grofien
Beitrag hat. Orange ist der gewéhlte Energiebereich fiir die Zustandsdichte. Der
Graue zusammen mit dem orangen Bereich ist das gewédhlte Energiefenster fiir die
Transportkoeffizienten.

Abbildung 5.6: Bandstruktur von Silizium. Das fiir die Zustandsdichte berticksich-
tigte Energiefenster ist orange, das fiir die Transportkoeffizienten ist grau+orange.
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5.3.1 Berechnung der Zustandsdichte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie ein adaptives k-Gitter gesucht wird, fiir das
die Zustandsdichte gegen einen Referenzwert konvergiert (siche Anhang). Die adap-
tiven k-Gitter in diesem Abschnitt werden alle in dem Energieintervall [0,0.35] eV
generiert und haben eine Toleranz von ¢ = 0.001.

Die Abb. 5.7 (links) zeigt die Zustandsdichten fiir verschiedene Schrittweiten 1,/257 <
h < 1/17, die so gewéhlt sind, dass die Iterationstiefe die Werte i = 2, ..., 6 durch-
lauft. Die Tabelle 5.3 listet die Schrittweite, Iterationtiefe und die Zahl der be-
nutzten k-Punkte auf. Die jeweilige Schrittweite ergibt sich aus der Iterarionstiefe
mit Gl. (4.14). Das Startgitter ist Ny = 53. Nahe der Fermi-Energie konvergie-
ren alle Kurven, die eine Schrittweite von A < 1/65 haben. Fiir hohere Energien
ab (E > 0.25¢V) oszilliert die Kurve mit o = 1/65 um den Referenzwert, und
die beiden Kurven h = 1/129 und 1/257 haben eine dhnliche Abweichung zum
Referenzwert. Das zeigt sich auch in dem Residuum GI. (4.15) in Abb. 5.7 rechts.
Der Fehler ist nahe der Fermi-Energie sehr klein =~ 0%, wahrend er im Intervall
(0.25eV < E < 0.35eV) sprunghaft ansteigt und oszilliert. Das heifit, dass in der
Bandliicke(E' < 0.25¢V') und am ansatzpunkt des Leitungsbandes (£ = 0.25¢V) die
Zustandsdichte gut approximiert wird. Werden die Werte fiir die Zustandsdichte gro-
Ber (0.25eV < E) ergibt sich ein Fehler von ~ 1% fir Schrittweiten mit h < 1/129.

Abbildung 5.7: Die Zustandsdichten von Silizium fiir verschiedene Schrittweiten
(links). Das Residuum der Zustandsdichten fiir verschiedene Schrittweiten (rechts).
Das Startgitter ist Nygre = 5°.

Auffillig ist, dass der Fehler fiir die Kurve mit A = 1/65 in Abb. 5.7 rechts 6-
mal grofler ist im Vergleich zu den anderen Kurven. Die Erklarung dafiir liegt in
der Verteilung der k-Punkte im adaptiven k-Gitter. Die Abb. 5.8 zeigt einen Quer-
schnitt von zwei adaptiven k-Gittern. Der Plot links zeigt das adaptive k-Gitter mit
der Schrittweite von h = 1/65 und rechts mit h = 1/257.
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Abbildung 5.8: Querschnitte des adaptiven k-Gitters durch w = 0 fiir die berechnung
der Zustandichte von Silizium. Der Plot links zeigt das k-Gitter mit der Schrittweite
h = 1/65 und rechts mit h = 1/257. Die k-Punkte sind in Gitterkoordinaten, I';, X
sind Symetriepunkte sieche Abb. 5.6.

Es ist zu erkennen, dass beide k-Gitter fast tibereinstimmen. Der Unterschied
zwischen beiden ist, dass sich im rechten k-Gitter sich entlang der Achse vom I’
zum X-Punkt zusétzliche k-Punkte befinden, die eine Schrittweite von h = 1/257
haben. Im linken k-Gitter fehlen diese zusatzlichen k-Punkte, deshalb kommt es hier
zu einer schlechteren Approximation der Zustandsdichte im Vergleich zum rechten

k-Gitter siehe Abb. 5.7.

Tabelle 5.3 Die Schrittweite h, die Iterationstiefe ¢ und die Zahl der verwendeten
k-Punkte. Fiir die Berechnung der Zustandsdichte.

i h~t # k-Punkte
2 17 2403

3 33 4785

4 65 14133

5 129 45285

6 257 188475

Der Bereich fiir die passende Schrittweite ergibt sich aus Tab. (5.3) zu:

1<h<1

257 == 1o 29

In diesem Intervall fiir h wird im folgenden nach dem passenden Stargitter gesucht,
das eine Ersparnis bringt.
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In Abb. 5.9 (links) sind die Zustandsdichten fir verschiedene Startgitter dar-
gestellt. Die Schrittweiten fiir die adaptiven k-Gitter sind in Tab. (5.4) zusam-
men mit der Zahl der benutzten k-Punkte und dem Startgitter aufgelistet. Die
Iterationstiefen in Tab. (5.4) unterscheiden sich, um eine Schrittweite im Intervall
1/257 < h < 1/129 zu erhalten. Die jeweilige Schrittweite ergibt sich aus der Itera-
rionstiefe mit Gl. (4.14). Alle Kurven fiir die Zustandsdichte zeigen einen dhnlichen
Verlauf wie in Abb. 5.7 (links). Das heifit, dass die Zustandsdichten unabhéngig vom
Startgitter sind. Auch das Residuum in Abb. 5.9 (rechts) verhélt sich &hnlich wie in
Abb. 5.7 (rechts). Der Unterschied zwischen den Kurven liegt nur in der Zahl der
benutzten k-Punkte siche Tab. (5.4).

Abbildung 5.9: Die Zustandsdichten von Silizium fiir verschiedene Startgitter (links).
Das Residuum der Zustandsdichten fiir verschiedene Startgitter (rechts). Die jewei-
lige Schrittweite liegt zwischen 2577 < h < 12971

Tabelle 5.4 Verschiedene Startgitter N+ und die Zahl der verwendeten k-Punkte.
1 ist die Iterationstiefe, h ist die Schrittweite.

1 Ntart h1 # k-Punkte
6 53 257 188475
5 73 193 117865
5 93 257 223229
4 133 193 129313

Das Startgitter mit der geringsten Anzahl an benutzten k-Punkten ist N = 7°.
Es scheint zunéchst iiberaschend, dass ein dichtes Startgitter zu einer Ersparnis an k-
Punkten fiihrt, wihrend ein grobes Startgitter N+ = 53 mehr k-Punkte braucht.
Die Abb. 5.10 zeigt einen Querschnitt des adaptiven k-Giters. Das linke k-Gitter
wurde mit einem Startgitter von Ny = 7° erstellt und das rechte mit Nygr = 5°.



27

Abbildung 5.10: Querschnitte des adaptiven k-Gitters durch w = 0 fir die be-
rechnung der Zustandichte von Silizium. Der Plot links zeigt das k-Gitter mit
Nyare = 72 und rechts mit Nggae = 53. Die k-Punkte sind in Gitterkoordinaten,
I', X sind Symetriepunkte siche Abb. 5.6. Die jeweilige Schrittweite liegt zwischen
25771 < h <129°L

Im Folgenden wird anhand der Abb. 5.10 die Differenz der verwendeten k-Punkte
fiir die Startgitter Nyq¢ = 5> und 72 erklért. Im linken Querschnitt ist das k-Gitter,
auBerhalb des feinen Bereiches um den X-Punkt um eine Schrittweite feiner als im
rechten k-Gitter. Der Grund dafiir ist, dass nach Abschnitt. 4.1 in der ersten Iteration
alle Bereiche verfeinert werden, um sie bewerten zu kénnen. Irrelevante Bereiche, die
nach einer Iteration aussortiert werden, erhalten so eine kleinere Schrittweite. Mit
Gl. (4.14) ergibt sich fiir die AuBenbereiche: Nggy = T2;h = 1/13 und Nggpy =
53:h = 1/9. Das ist allerdings keine Erklérung fiir die Differenz der verwendeten k-
Punkte. Betrachtet man das Gebiet um den X-Punkt, so ist das k-Gitter im rechten
Querschnitt viel feiner (= 38%), als im linken Querschnitt. Hier befinden sich die
zusétzlichen k-Punkte, welche im linken Querschnitt fehlen. Das erklért die Differenz
zwischen den adaptiven k-Gittern. Die optimalen Parameter fiir das adaptive k-
Gitter ergeben sich aus den vorherigen Uberlegungen zu Ny = 7°:€ = 0.001; h =
1/193. Der Referenzwert wurde mit einem k-Gitter von &~ 200® berechnet. Wird die
adaptive Methode mit dem Referenzwert verglichen, so ergibt sich ein Unterschied
von = 98%. Das heifit 2% der k-Punkte reichen fiir ein konvergentes Ergebnis.
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5.3.2 Berechnung der Transportkoeffizienten von Silizium

In diesem Abschnitt wird die Transport-Verteilungsfunktion (Gl. (3.11)) fiir Silizium
mit einem adaptiven k-Gitter berechnet. AnschlieBend werden daraus die Leitfahig-
keit und der Seebeck-Koeffizient bestimmt.

Das adaptive k-Gitter wird wie im Abschnitt 4.3 erstellt. Das Energieintervall ist
[0.0,0.5] eV. Die Fehlerabschitzung ergibt sich tiber die Formel

1 ’Eg — Eg7|

— — ) 5.10
NE B 3(|:27|+€> ( )

EFehler =

Die Summe lauft iiber das Energiefenster, das in Abb. 5.6 in grau+orange dargestellt
ist. Zg ist die Transport-Verteilungsfunktion bei der Energie €, sie ergibt sich durch
integration iiber einen Wiirfel der Seitenlange h

Es(e) = > wp-|vial* (e — ewn) (5.11)
kz,ky,k-e{0,h}

mit wy, = h3/8. Die Summe geht hier iiber die roten Eckpunkte des Wiirfels (Abb. 4.1).
Zo7 ist definiert als die Summe tiber die acht kleineren Wiirfel in Abb. 4.1, (be-
schrieben durch die roten, blauen und griinen Eckpunkte). Die Leitfahigkeit und
der Seebeck-Koeffizient ergeben sich aus Gl. (3.12) und Gl (3.13). Die Relaxations-
zeit 1 ist fiir die folgenden Berechnungen ~ 10fs.

Die Aufgabe im Folgenden ist es, die passenden Parameter fiir das adaptive k-Gitter
zu finden. Zuerst wird die Toleranz ermittelt, die im Vergleich zum Referenzwert zu
einem kleinen Fehler fiihrt siehe Anhang Abschnitt A.4.

Die adaptiven k-Gitter im Folgenden werden mit einem Startgitter von Nge =
5% und einer Schrittweite von h = 1/129 erstellt. Die Abb. 5.11 links zeigt die
Transport-Verteilungsfunktion fiir verschiedene €. Die Kurven liegen sehr dicht bei-
sammen. Das Residuum Gl. (4.14) in Abb. 5.11 rechts zeigt, dass die kleinste To-
leranz (=~ 0.0005) das geringste Residuum < 0.6% erzielt. Tab. (5.5) listet die ver-
schiedenen € und die Anzahl der benutzten k-Punkte auf.

Tabelle 5.5 Verschiedene Toleranzen € und die Zahl der verwendeten k-Punkte. ¢
ist die Iterationstiefe.

1 € # k-Punkte
5 0.005 10221

5 0.003 19621

5 0.001 82585

5 0.0005 118273
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Abbildung 5.11: Die Transport-Verteilungsfunktion von Silizium in arbitary units fiir
verschiedene Toleranzen (links). Das Residuum der Transport-Verteilungsfunktion
fir verschiedene Toleranzen (rechts). Die jeweilige Schrittweite ist A = 1/129 und
das Startgitter N, = 5°.

Die Abb. 5.12 zeigt die Transportkoeffizienten fiir verschiedene €. Links ist die
Leitfahigkeit dargestellt, rechts der Seebeck-Koeffizient. Beide wurden unter Nut-
zung der Transport-Verteilungsfunktion aus Abb. 5.11 links berechnet. Die Kurve
mit € = 0.0005 strebt gegen den Referenzwert, die obige erkenntnis bestétigt sich
hier erneut. Das zeigt sich auch in der Leitfdhigkeit Abb 5.12 links. Die Schlussfol-
gerung ist, dass ein kleineres € zu einem genaueren Ergebnis fiihrt.

Abbildung 5.12: Die Leitfahigkeit von Silizium fiir verschiedene Toleranzen (links).
Der Seebeck-Koeffizient fiir verschiedene Toleranzen (rechts). Die jeweilige Schritt-
weite ist h = 1/129 und das Startgitter Ny = 5°.

Die Abb. 5.13 zeigt einen Querschnitt des adaptiven k-Gitters durch w = 0. Links
ist das k-Gitter fiir e = 0.001 dargestellt und rechts fiir e = 0.0005. Zu erkennen ist,
dass das linke k-Gitter in der Umgebung des X-Punktes grober ist, als das rechte.
Die Auflésung in der Umgebung des X-Punktes des linken k-Gitters ist zu gering,
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daher kommt es zu einem groferen Fehler als im rechten k-Gitter. Damit lasst sich
die konstante Differenz der Kurven im Residuum (Abb. 5.11 rechts) erklaren. Die
Schlussfolgerung hier ist, dass eine kleine Toleranz zu einer Verfeinerung des k-
Gitters um den X-Punkt fithrt. Die optimale Toleranz ergibt sich aus den obigen
Resultaten als € = 0.0005.

Abbildung 5.13: Querschnitte des adaptiven k-Gitters von der Transport-
Verteilungsfunktion durch w = 0. Der Plott links zeigt das k-Gitter mit der Toleranz
¢ = 0.001 und rechts mit ¢ = 0.0005. Die k-Punkte sind in Gitterkoordinaten, I', X
sind Symetriepunkte siehe Abb. 5.6. Die jeweilige Schrittweite ist A = 1/129 und
das Startgitter Nyqr = 5°.

Der néachste Schritt ist die Suche nach der passenden Schrittweite. Wir verwen-
den weiterhin die Toleranz ¢ = 0.0005 und Ng¢ = 53. Die Abb. 5.14 links zeigt
die Transport-Verteilungsfunktion fir verschiedene Schrittweiten. Wie in Abb. 5.11,
liegen die Kurven sehr dicht beisammen. Abb. 5.14 (rechts) zeigt, dass die Kurve
mit der Schrittweite h = 1/65 das geringste Residuum hat. Das bestéatigt sich auch
in den Transportkoeffizienten, aus Abb. 5.14 links. Die Leitfiahigkeit ( Abb. 5.15
links) mit der Schrittweite h = 1/65 hat den kleinsten Abstand zum Referenzwert.
In Tab. (5.6) sind die Schrittweite, Iterationstiefe und die Zahl der benutzten k-

Punkte aufgelistet. Die jeweilige Schrittweite ergibt sich aus der Iterarionstiefe mit
Gl. (4.14).

Tabelle 5.6 Verschiedene Schrittweiten h und die Zahl der verwendeten k-Punkte. ¢
ist die Iterationstiefe .

1 h~1 # k-Punkte
3 33 11853

4 65 39509

5 129 118273
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Abbildung 5.14: Die Transport-Verteilungsfunktion von Silizium in arbitary units fiir
verschiedene Schrittweiten (links). Das Residuum der Transport-Verteilungsfunktion
fir verschiedene Schrittweiten (rechts). Die jeweilige Toleranz ist € = 0.0005 und das
Startgitter Nygm = 5°.

Abbildung 5.15: Die Leitfahigkeit von Silizium fir verschiedene Schrittweiten (links).
Der Seebeck-Koeftizient fiir verschiedene Schrittweiten (rechts). Die jeweilige Tole-
rance ist € = 0.0005 und das Startgitter Nyq.+ = 5°.

Dass eine grofere Schrittweite zu einem kleineren Residuum fiihrt sieche Abb. 5.14
rechts scheint ein Wiederspruch zu sein. Die Antwort liegt in der Verteilung der k-
Punkte im adaptiven k-Gitter. Die Abb. 5.16 zeigt einen Querschnitt des adaptiven
k-Gitters bei w = 0. Im linken k-Gitter sind die k-Punkte in der Umgebung des
X-Punktes mit einer Schrittweite von h = 1/65 fast gleichméflig Verteilt. Das rechte
k-Gitter mit der Schrittweite h = 1/129 dhnelt dem linken k-Gitter, lediglich im
Bereich um den X-Punkt befinden sich zuséatzliche k-Punkte. Diese fiihren zu einer
Uberbewertung dieses Bereiches und damit zu einem Anstieg des Residuums in
Abb. 5.14 rechts. Der optimale Intervall fiir die Schrittweite ist

1/129 < h < 1/65. (5.12)
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Abbildung 5.16: Querschnitte des adaptiven k-Gitters von der Transport-
Verteilungsfunktion durch w = 0. Der Plott links zeigt das k-Gitter fiir die Schritt-
weite h = 1/65 und rechts mit h = 1/129. Die k-Punkte sind in Gitterkoordinaten,
I', X sind Symetriepunkte siche Abb. 5.6. Die jeweilige Toleranz ist ¢ = 0.0005 und
das Startgitter N, = 5°.

Es verbleibt noch das passende Startgitter zu finden, bei dem am meisten k-Punkte
eingespart werden. Alle adaptiven k-Gitter, welche im Folgenden erstellt werden,
haben die Toleranz ¢ = 0.0005 und eine Schrittweite im Intervall Gl. (5.12). Die
Transport-Verteilungsfunktion und das Residuum fiir verschiedene Startgitter sind
in Abb. 5.17 dargestellt. Aus dem Residuum ist abzulesen, dass die Kurven mit
Naare = 53, 73,8392 jeweils einen Fehler < 1% haben. Unter diesen hat die Kurve
mit Nyqre = 5° die geringste Anzahl an benutzten k-Punkten (siehe Tab. (5.7)). Das
Residuum fiir Ny, = 5° hat eine dhnlichen Wert wie fiir dichtere Startgitter. Das
passende Startgitter ist, mit den obigen Resultaten Ny, = 5°.

Tabelle 5.7 Verschiedene Startgitter Ng,+ und die Zahl der verwendeten k-Punkte.
h ist die Schrittweite, ¢ die Iterationstiefe.

) Natart h=! # k-Punkte
4 53 65 39509

4 63 81 50675

4 73 97 76997

4 83 113 92319

4 93 129 120525
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Abbildung 5.17: Die Transport-Verteilungsfunktion von Silizium in arbitary units fiir
verschiedene Startgitter (links). Das Residuum der Transport-Verteilungsfunktion
fir verschiedene Startgitter (rechts). Die jeweilige Schrittweite liegt im Intervall
1/129 < h < 1/65 und die Toleranz ist € = 0.0005.

Abbildung 5.18: Die Leitfdhigkeit von Silizium fiir verschiedene Startgitter (links).
Der Seebeck-Koeffizient fiir verschiedene Startgitter (rechts). Die jeweilige Schritt-
weite liegt im Intervall 1/129 < h < 1/65 und die Toleranz ist e = 0.0005.

Die Erklirung fiir die Abweichung von Ny, = 6° liegt, wie im vorherigen Teil,
in der Verteilung der k-Punkte. Die Abb. 5.19 zeigt einen Querschnitt des adaptiven
k-Gitters bei w = 0. Das k-Gitter links hat ein Startgitter von Ny, = 5% und rechts
Nyiare = 63. Hier ist zu erkennen, dass im linken das feine k-Gitter in der Umgebung
des X-Punktes viel breiter ist als im rechten. Diese gering aufgelosten Bereiche im
rechten k-Gitter fithren zu einer schlechteren Approximation und einem gréfleren
Residuum, wie in Abb. 5.17 rechts zu erkennen ist.
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Abbildung 5.19: Querschnitte des adaptiven k-Gitters von der Transport-
Verteilungsfunktion durch w = 0. Der Plott links zeigt das k-Gitter fiir Nyqe = 5°
und rechts fiir Nyg¢ = 6°. Die k-Punkte sind in Gitterkoordinaten und I', X
sind Symetriepunkte siehe Abb. 5.6. Die jeweilige Schrittweite liegt im Intervall
1/129 < h < 1/65 und die Toleranz ist e = 0.0005.

Werden alle Ergebnisse zusammengetragen, so sind die Parameter fiir das opti-
male adaptive k-Gitter € = 0.0005;h = 1/65; Nyqre = 53. Der Referenzwert wurde
mit einem k-Gitter von ~ 729000 k-Punkten erstellt. Der Vergleich mit dem adapti-
ven k-Gitter zeigt, dass fir ein konvergentes Ergebnis &~ 5% ausreichen. Die obigen
Resultate zeigen auch, dass die k-Punkte in der Umgebung des X-Punktes einen
groffen Beitrag haben. Eine passende Auflosung in diesem Bereich fithrt zu einer
guten Beschreibung der Transportkoeffizienten fiir Silizium.



6 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, mit adaptiven k-Gittern Integrale zu lésen und
Energie-Fléchen zu konstruieren und so zu zeigen, das Rechenzeit eingespart wird.
Hierzu wurde ein Algorithmus zu Generierung von adaptiven k-Gittern in exciting
implementiert. Dieser wurde an dem freien Elektronengas getestet, fiir das die Zu-
standsdichte und eine Energie-Flache berechnet wurde. Der Algorithmus wurde auf
die drei Materialien Gold,Graphen und Silizium angewendet. Fiir Gold wurde ei-
ne Fermi-Flache berechnet. Fir Silizium und Graphen wurde die Zustandsdichte
berechnet und fiir Silizium zusétzlich die Transport-Verteilungsfunktion und Trans-
portkoeffizienten. Die Verwendung von adaptiven k-Gittern ist sinnvoll, falls die
Zielfunktion und die &ufleren Parameter passend gewahlt sind. Bei Graphen und
Silizium hatte sich gezeigt, dass die Rechenzeit um ~ 97% verringert werden konn-
te. Allerdings, war die Ersparnis hier von der Zielfunktion abhéngig, mit der das
adaptive k-Gitter erstellt wurde. Z.B fithrte ein kleineres Energiefenster fiir die Zu-
standsdichte von Graphen zu einer deutlichen Verringerung der Rechenzeit. Fiir
die Fermi-Flachen hatte sich gezeigt, dass die Verwendung von adaptiven k-Gittern
sinnvoll war, weil das adaptive Verfahren sich nur auf die relevanten k-Punkte kon-
zentriert hatte.

Die Methode zur Generierung von adaptiven k-Gitter kann auch auf andere Ziel-
grofen angewendet werden. Eine ist die Zustandsdichte von Phononen, bei der ein
Integral iiber den g-Raum ausgewertet wird. Die Methode fiir adaptive k-Gitter kann
auch verwendet werden, um die optimale Grofle fiir homogene k-Gitter zu finden.
Das heif3t, dass nicht wie bisher jedes k-Gitter bis zur Konvergenz durchgegangen
wird, sondern eine adaptive Methode erledigt diese Aufgabe automatisch.
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7 Anhang A

A.1 Deltafunktion

Die Deltafunktionen in dieser Arbeit sind gegeben durch die Relation:

e—iL‘

()= S

x < 50

0, sonst

A.2 Grundzustand

Der Grundzustand fiir die Materialen Silizium, Graphen,Gold wurde mit exciting
[1] berechnet. Die Input Xmls dafiir werden im folgenden Aufgelistet.

Listing 7.1: Input xml fiir Silizium

<input>
<title>Bulk Silicon</title>
<structure speciespath=".../species/">

<crystal scale="10.26">
<basevect>0.0 0.5 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.0 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.5 0.0</basevect>
</crystal>
<species speciesfile="Si.xml">
<atom coord="0.00 0.00 0.00"></atom>
<atom coord="0.25 0.25 0.25"></atom>
</species>
</structure>
<groundstate
xctype="GGA_PBE_SOL"
ngridk="8 8 8"
stype="Fermi Dirac"
swidth="0.001"

rgkmax="6"
gmaxvr="14.0">
</groundstate>
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Listing 7.2: Input xml fiir Graphen

<input>
<title>Graphene</title>
<structure speciespath=".../species">
<crystal scale="4.65">
<basevect> 0.5 0.8660254040 0.0 </basevect>
<basevect> -0.5 0.8660254040 0.0 </basevect>
<basevect> 0.0 0.0000000000 6.0 </basevect>
</crystal>
<species speciesfile="C.xml" rmt="1.20">
<atom coord="0.00000000 0.00000000 0.0"/>
<atom coord="0.33333333 0.33333333 0.0"/>
</species>
</structure>
<groundstate
xctype="GGA_PBE"
ngridk="40 40 1"
rgkmax="6"
swidth="0.001"
stype="Fermi Dirac"

</groundstate>
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Listing 7.3: Input xml fiir Gold

<input>

<title>Gold</title>

<structure speciespath=".../species/" autormt="true">
<crystal scale="7.711971759">

<basevect>0.5 0.5 0.0</basevect>

<basevect>0.5 0.0 0.5</basevect>

<basevect>0.0 0.5 0.5</basevect>

</crystal>

<species speciesfile="Au.xml">

<atom coord="0.00 0.00 0.00"></atom>

</species>

</structure>

<groundstate
xctype="GGA_PBE_SOL"
rgkmax="8.0"

stype="Fermi Dirac"
swidth="0.001d0"
ngridk="10 10 10"
reducek="true"
>

</groundstate>
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A.3 Referenzwert der Zustandsdichte

Der Referenzwert fiir die Zustandsdichte von Silizium wurde mit exciting [1] unter
Verwendung von Wannier-Funktionen [16] berechnet. Es wurden das folgenden Input
Xml verwendet.

Listing 7.4: Input xml fiir die Zustandsdichte von Silizium

<input>
<title>Bulk Silicon</title>
<structure speciespath=".">

<crystal scale="10.26">
<basevect>0.0 0.5 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.0 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.5 0.0</basevect>
</crystal>
<species speciesfile="Si.xml">
<atom coord="0.00 0.00 0.00"></atom>
<atom coord="0.25 0.25 0.25"></atom>
</species>
</structure>
<groundstate
do="skip"
xctype="GGA_PBE_SOL"
ngridk="8 8 8"
stype="Fermi Dirac"
swidth="0.001"
rgkmax="8.0"
gmaxvr="14.0"
reducek="true"
nempty="20">
</groundstate>
<properties>
<wannier do="fromfile" mindist="false">
<group
method="opfmax"
fst="1"
lst="4"
nproj="40"
/>
<group
method="disentangle"
outerwindow="0 2"
innerwindow="0 0.7"
/>
</wannier>
<dos
wannier="true"
ngridkint="200 200 200"
newint="true"
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ngrdos="300"
winddos="0.0 0.013"
nwdos="100"
nsmdos="2"/>
</properties>
</input>

A. 4 Referenzwert der Transportkoeffzienten

Der Referenzwert fiir die Transportkoeffzienten wurde tiber exciting [1] mit dem
Modul Boltzequ [16] berechnet. Es wurden das folgenden Input Xml verwendet.

Listing 7.5: Input xml fiir die Transportkoeffzienten von Silizium

<input>
<title>Bulk Silicon</title>
<structure speciespath=".../species/">

<crystal scale="10.26">
<basevect>0.0 0.5 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.0 0.5</basevect>
<basevect>0.5 0.5 0.0</basevect>
</crystal>
<species speciesfile="Si.xml">
<atom coord="0.00 0.00 0.00"></atom>
<atom coord="0.25 0.25 0.25"></atom>
</species>
</structure>
<groundstate
do="fromfile"
xctype="GGA_PBE_SOL"
ngridk="90 90 90"
stype="Fermi Dirac"
swidth="0.01"
rgkmax="8"
gmaxvr="14.0"
reducek="true"
>
</groundstate>
<properties>
<momentummatrix/>
<boltzequ
windtdf="0.205431 0.223805"
nwtdf="1000"
windtemp="200 1000"
tgrid="1000"
windmu="0.2146180000 0.2146180000"
mugrid="1"
tsiout="false"
tevout="false"
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swidth="0.001">
<condcomp>1 1</condcomp>
</boltzequ>
</properties>
</input>

Die Abb. 2.22 (links) zeigt die Transport-Verteilungsfunktion fiir verschiedene ho-
mogene k-Gitter (ngridk) . Es zeigt sich, das die Kurven ab einem k-Gitter von 60?
sehr dicht beisammen liegen. Das Residuum Gl. (4.14) in Abb. 2.22 (rechts) zur Kur-
ve mit dem k-Gitter 100? zeigt, dass das k-Gitter mit 90% den kleinsten Fehler erzielt.

Abbildung 7.1: Die Transport-Verteilungsfunktion von Silizium in arbitary units
fiir verschiedene homogene k-Gitter (ngridk) (links). Das Residuum der Transport-
Verteilungsfunktion zur Kurve mit dem k-Gitter 100% (rechts).
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